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Resume : 

La A-theorie d'un foncteur peut etre vue comme la version relative de celle d'un anneau 

unitaire. Apres une description du groupe Kq d'un foncteur, nous montrons que cette 

A-theorie de foncteur possede une suite exacte longue de Mayer- Vietor is. 

Dans le cas d'une extension galoisienne de corps de nombres F/L, d'anneaux d'entiers 

respectifs A et B, le groupe Kq du "foncteur norme" est une extension d'un sous-groupe 

du groupe des classes d'ideaux CI (A) du corps F par le groupe de cohomologie de Tate 

H°(G,A*). 

La suite exacte longue de Mayer- Vietoris permet d'expliciter un quotient du sous-groupe 

N Cl(A) := keriV : Cl(A) -> Cl{B) 
du groupe des classes Cl(A), ou N designe la norme, sous la forme d'une suite exacte courte 
1 B*/B* n N(F*) H°(G, F*) n H°(G,U F ) N Cl(A)/I G Cl(A) 1 

ou Uf est le groupe des unites semi-locales du corps F. Pour conclure cet article, nous 
proposons quelques applications arithmetiques. 

Abstract: 

The A-theory of a functor may be viewed as a relative version of the A-theory of a ring. 
After its description, we prove a Mayer- Vietoris exact sequence in this framework. 
In the case of a Galois extension of a number field F/L with rings of integers A, B respec- 
tively, this A-theory of the "norm functor" is an extension of a subgroup of the ideal class 
group Cl(A) of F by the Tate cohomology group H°(G, A*). 

The Mayer- Vietoris exact sequence enables us to describe in a quite explicit way a quotient 
of the subgroup 

N Cl(A) := ker N : Cl(A) -» Cl{B) 
of the ideal class group CI (A), where N is the norm. We also prove a short exact sequence 

1 B*/B* n N(F*) H°(G, F*) n H°(G,Uf) * N Cl(A)/I G Cl(A) 1 

where Uf is the group of semi-local units of F. 

Finally, we conclude this paper by applications of our methods to Number Theory. 
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Cet article a pour origine notre souhait d'utiliser dans un cadre arithmetique des outils de 
K-theorie en bas degre dont les idees remontent a H. Bass ([B]). 

Les groupes Kq et K\ d'un anneau unitaire A ou, ce qui revient au meme, de la categorie 
Proj(A), ont ete intensivement etudies des leur apparition. Dans cet article nous etudions 
un groupe moins etudie et fortement relie aux deux precedents, le groupe de i^T-theorie d'un 
foncteur additif. Le groupe Kq d'un tel foncteur (p : Proj( J 4) — > Proj(-B) apparait comme 
un invariant assez fin pour permettre l'observation de phenomenes que les groupes Kq et 
K\ a eux seuls ne semblent pas detecter. 

Cet article debute par une description minutieuse du groupe Kq du foncteur norme N A /b 
associe a une extension de corps de nombres F/L d'anneaux d'entiers A = Of et B = Ol- 
Soit Zp le groupe des ideaux fractionnaires de A. Soient ./V : F — > L et N : Zp — ► Xj, les 
normes respectives sur F et Zp. Definissons TV : F* — > L* xZp par N(z) = (N(z), zA). On 
pose 

1CoQ*a/b) = {(*, I)€L* xZ F | tB = iV(/)}/Im M. 

Pour (t, J) dans L x Xp, on designe par [t,I] <G K,q(N A / b ) la classe de (t, I) mod Im(7V). 

Theoreme 3.4. Soit F/L une extension de corps de nombres. Le groupe Kq(Na/b) du 
foncteur norme N^/ B est isomorphe au groupe 1Cq(Na/b)- De plus, il existe une suite 
exacte 

A *HHX B *^ JC (N A/B ) Cl{A) Cl{B) 
ou les homomorphismes a et p sont respectivement donnes par a(v) = [v, A] et p([t, I]) = [I] . 

Dans un second temps, nous construisons une suite exacte longue de Mayer- Vietoris pour 
la if-theorie d'un tel foncteur. 

Theoreme 4.4. Soit F/L une extension de corps de nombres, d'anneaux d'entiers A et B 
et d'anneaux d'adeles Ap et Al respectivement. On designe par A l'anneau des localises 
completes de A a toutes les places Bnies de F. 

Soit ip : Proj(A) — > Proj(i?) un foncteur additif et soient *Pf/l, f^/B e ^ ^Af/Al ^ es 
foncteurs induits par (p. Ces foncteurs s'inserent alors dans une suite exacte longue 

> K r +i(<PA F /A L ) ^+ K r (<p) K r (ip F/L ) x K r (ip 1/S ) ^ K r (p AF/AL ) ^+ 



Dans le cas du foncteur norme et pour r 
troduisons pour cela une notation : si N 
notons 

et 



= 0, cette suite exacte peut etre precisee. In- 
: X — > Y est un morphisme de groupes, nous 

:= ker N 



Ym := coker N 
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Theoreme 5.4. (suite exacte des noyaux-conoyaux) Soit F/L une extension de corps de 
nombres d'anneaux d'entiers respectifs A et B. Soient Uf, Uf les groupes d'unites semi- 
locales de F et L respectivement, Jp, Jl les groupes d'ideles de F et L respectivement. 
Notons indifferemment par la meme lettre N les differentes normes A* — > B* , F* —> L* , 
Uf —>Ul et J p — ► J l- 
On a alors une suite exacte 

1 >- nA* — >- nF* x n Uf Ml > nJf 




K (N A /b) — L* N x {U l )n — (Jl)tv — Cl(B) N 1. 

Cet article s'acheve par quelques calculs explicites dans le cas des extensions cycliques. 

Theoreme 6.6. Soit F/L une extension cyclique de corps de nombres d'anneaux d'entiers 
A et B respectivement, de groupe de Galois G. On pose 

N Cl{A) = kerN : Cl(A) -» Cl(B). 

Soit IqCI(A) le sous-groupe du groupe des classes Cl(A) engendre par les elements de la 
forme (1 — g)[I], g E G, [I] G Cl(A). On a alors un isomorphisme de groupes 

N Cl(A)/I G Cl{A) ^ L*/B*N(F*) n U L /B*N{U F ). 
De plus, on a une suite exacte 

I ^ B */B* n N(F*) H°(G, F*) n H°(G, U F ) N Cl{A))/I G Cl{A) 1, 

ou H°(G, — ) designe le groupe H° de cohomologie de Tate. 
Nous en deduisons 

Theoreme 6.8. Soit F/L une extension cyclique de corps de nombres d'anneaux d'entiers 
A = Of et B = Of- On suppose 1 'extension ramifiee de degre premier I, de groupe de 
Galois G. Designons par t le nombre de places finies de L ramifiees dans F et par IqCI(A) 
le sous-module de Cl(A) engendre par les elements de la forme (1 — g)a, a G Cl(A). Posons 

N Cl{A) := kerTV : Cl(A) -> Cl{B). 

Alors nCI(A) I TgCI(A) est un F^-espace vectoriel de dimension inferieure ou egale at — 1. 

En particulier, pour une extension F/Q cyclique, si on designe par CI(A)q le groupe des 
co-invariants du groupe des classes de A et par Z* = Uq = Y\ p Zp, on a un isomorphisme 
de groupes 

Cl(A) G Q*/Z*N(F*) n Z*/Z*N(U F ). 
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Cette suite exacte permet par exemple de proposer une demonstration nouvelle du resultat 
suivant sur le £-rang du groupe des classes d'une extension cyclique d'ordre I. Ce resultat 
est deja connu mais de demonstration toujours delicate. 

Theoreme 6.9. ([H],[L]) Soit F/Q une extension cyclique de degre premier £, de groupe 
de Galois G. Notons CI{A)g le groupe des co-invariants du groupe des classes Cl(A) sous 
Paction de son groupe de Galois. 

Soit t le nombre de diviseurs premiers du discriminant du corps F. Alors le l-rang du 
groupe des co-invariants du groupe des classes du corps F est egal a t — 1, sauf si £ = 2, 
F quadratique reel et s'il existe un nombre premier p congru a 3 modulo 4 et divisant le 
discriminant du corps F. 

Dans ce dernier cas, le 2-rang du groupe des co-invariants du groupe des classes du corps 
F est egal at — 2. 

Nous tenons a remercier chaleureusement T. Nguyen Quang Do (Universite de Franche- 
Comte) pour sa lecture attentive d'une version preliminaire de ce texte. Nous remergions 
egalement J. Berrick et Meng Fai Lim (Universite de Singapore) pour nous avoir commu- 
nique la remarque 5.6 ainsi que C. Movahhedi (Universite de Limoges) pour une correspon- 
dance fructueuse concernant le resultat 6.8. 

Ce texte est organise comme suit 

1. Notations et rappels. 

2. Le groupe Kq d'un foncteur. 

3. Le foncteur nor me 

4. La suite exacte longue de Mayer- Vietoris de la if-theorie d'un foncteur. 

5. Le cas des corps de nombres et du foncteur norme. 

6. Quelques applications. 

1. Notations et rappels. 

Dans ce texte, nous considerons une extension F/L de corps de nombres 
par : 

A = Of et B = Ol les anneaux d'entiers respectifs de F et L, 
If le groupe des ideaux fractionnaires de A, 
Cl{A) le groupe des classes d'ideaux de A (ou F), 
V(F) l'ensemble des places finies de F, 

Soit w une place finie de F et soit v une place finie de L. On note A w (resp 
de l'anneau A (resp. du corps F) a la place finie w de F. 
On designe de meme par 
^ = nLey(F) A w et B = Y\ v eV(L) B v, 

Ap = A 0^ F l'anneau des adeles de F, restreintes aux places finies, 



. Nous designons 



. F w ) le complete 
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V{F) A *w le groupe multiplicatif des unites locales, c'est-a-dire les elements 
invresibles de l'anneau A, 

Jf = (Ap)* le groupe multiplicatif des ideles, unites de l'anneau Ap. 

Pour un G-module M, on designe par JgM le sous- module de M engendre par les elements 
de la forme (1 — g)m, ou g appartient aGetra appartient a M. Le groupe Mq = M/IqM 
est le groupe des co-invariants du G-module M. 

Lorsque l'extension F/L est galoisienne de groupe G, le groupe de cohomologie de Tate 
H°(G,M) d'un G-module M est defini par 

H°(G,M) = M G /im v, 

ou v : M — > M est le morphisme de G-modules defini par v(m) = ^2g & G 9 m - 
Dans le cas galoisien, si N : A* — > B* designe la norme, on a done 

H°(G,A*) = coker (N : A* -» 5*) = B^. 
Nous aurons besoin du calcul de la JT-theorie des anneaux yl et Ajr. 

Lemme 1.1. Soit A l'anneau des entiers d'un corps de nombres F. On a alors des isomor- 
phismes de groupes K\(A) = Uf et Ki(Ap) = Jf- 

Demonstration. L'anneau A = Y\ w eV(F) A w est produit d'anneaux de valuations discretes. 
Tous les anneaux A w sont de rang stable d < 1. De plus, pour tout n > 3, il existe N tel 
que pour chaque place w de F, tout element de E n {A w ) est produit d'au plus iV matrices 
elementaires. Montrons que rhomomorphisme evident <p\ : K\(A) — > n W GV(F) est 
un isomorphisme. 

L'homomorphisme </>i est injectif : soit a un element de GL{A) tel que pour chaque place 
w de F, l'image a w de a dans Ki(A w ) soit egal a 1. Pour n assez grand, ceci implique 
que a w est un element de E n (A w ) et done s'ecrit comme un produit de commutateurs 
r[i<i<Ar[/^o,i> 7w,i]- D'apres ce qui precede, le nombre N de commutateurs peut etre borne 
independamment de la place w. 

Pour 1 < i < N introduisons les elements bi et et a de A definis par 

h = (Pw,i)w£V{F) et Ci = {lw,i)w£V{F)- 

Dans GL(A), on a l'egalite 

a = [&i,ci] x • • • x [6jv,cjv], 
ce qui signifie que la classe de a dans i^i(^4) est 1. 

L'homomorphisme (f>i est surjectif : Puisque le rang stable des anneaux A w est borne par 
1, il existe un entier n, independant de w tel que tout element de K±(A W ) puisse s'ecrire 
comme la classe d'une matrice a w € Gl n (A w ). La famille des matrices (ct w ) we v(F) definit 
un element de GL n (A), et par suite un element a de K\{A) dont l'image par (f>\ est la classe 
dans chaque K\(A W ) de la matrice a w . 
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Ce raisonnement etablit un isomorphisme de groupes K\{A) = Y\ w eV{F) ■^i(Au)- Puisque 
riw)eV(F) Ki(A w ) = Uf, le premier isomorphisme est etabli. 

Cette demonstration s'adapte sans difficulte au cas du produit restreint Ap. Pour cela, soit 
S un ensemble fini de places de F. On pose traditionnellement 

ai = n f - x n Aw 

et _ _ 

jf = n k x n ai 

de sorte que Ap = limAf. et Jf = limjf. (cf. [N]). 
D'apres les considerations precedentes, on a 

K^Ap) = 11 Ki(F w ) x Y\ K^An), 
ce qui donne Ki(A F ) = jf,. 

On sait que le foncteur K\ commute aux limites inductives (cf. par exemple [W2]) d'ou 

Ki(Ap) = limKi(Ap), 

ce qui demontre Ki(Ap) = Jf. 

Definition 1.2. Soit A un anneau. On dit qu'un element u de Kq{A) est borne par N si 
u = [E] - [A] N , ou E est un facteur direct de A 2N . 

Si (Aj)j e j est une famille d'anneaux, le produit borne des groupes Ko(Ai), i G I, est le 
groupe note 

n (6) (^°(A*)) 

iei 

dont les elements sont les families u = (««)«£/ avec Ui G Ko(Ai) et telles qu'il existe un 
entier N = N(u) pour lequel U{ est borne par N pour tout i. 

Proposition 1.3. Soit A l'anneau des entiers d'un corps de nombres. Le morphisme de 
groupes evident 

<P :K (A)^ 11 K (A W ) 
weV(F) 

est injectif, d'image le produit borne \]^ &v ^Kq{A w ) . De plus, les groupes Kq(A) et 
Kq(Af) sont isomor plies. 

Demonstration. L'homomorphisme <po est d'image le produit borne Y[^]zv(f)^o{A w ). ^ n 
effet, puisque le rang stable de chaque A w est inferieur ou egal a 1, tout module projectif 
de type fini sur A w s'ecrit E © A™ ou E est de rang au plus 1. Choisissons N > 1. Soit 
u = {u w )w n eV(F) un element du produit borne n^gvYF) Ko{A w ). Puisque chaque element 
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u w du produit borne s'ecrit sous la forme [E w ] — [A**], ou E w est facteur direct de A\ , , 
le module E w est l'image d'un projecteur p w de Mat2N(A w ). Cette famille de projecteurs 
definit un projecteur p de Mat2N(A), ce qui fournit un element de Kq(A) d'image u. 
Montrons par ailleurs l'injectivite de 4>q. Soit a = [E] — [A N ] un element de K$(A) d'image 
nulle par (J)q. On peut supposer que E est l'image d'un projecteur p de Mat2Ar(A). En 
remplagant le projecteur p par p © 0, ceci implique que pour toute place w de F, p w © 
est conjugue au projecteur diag(l,0) dans Mat4Ar(^4„,) par une matrice inversible a w de 
GL4n(A w ). On en deduit que a est nul dans Kq(A). 

Pour le calcul de Ko(Ap), on remarque que si S est un ensemble fini de places de F, le 
groupe Ko(Y[ w ^s A-w) es ^ isomorphe au produit borne Yl^Lg Kq(A w ). On en deduit 

K (A S F ) - J] K (F W ) x jp> K (A W ). 

w£S w^S 

Par passage a la limite inductive, on obtient 

K (A F ) * ]p) K (A W ) * K (A). 
weV(F) 

2. Le groupe Kq d'un foncteur. 

Soient A et B deux anneaux unitaires, non necessairement commutatifs. Soit ip : Proj(j4) — ► 
Proj(£?) un foncteur additif et soit BQ(ip) : BQProj(A) — * BQProj(B) l'application 
continue definie entre les espaces classifiants de la if-theorie de Quillen des anneaux A et 
B [Q]. Soit Tip la fibre homotopique de l'application BQ{ip). 

Definition 2.1. Pour r > 0, le groupe K r ((p) := -K r+ i(Tip) s'appelle le r-ieme groupe de 
K-theorie du foncteur p. 

De cette definition on deduit la suite exacte longue tautologique 

K X (A) K X {B) K (</>) Ko(^) — ^o(fl) 

avec 0j = Tr i+ iBQ(<p). 

Description du groupe Kq d'un foncteur. 

Dans ce cadre de generality, le calcul de K r (ip) = ~K T +\{Tip) reste delicat, y compris pour 
r = 0. Voici une autre description de Kq(p>). 

Pour cela, rappelons une construction generale due a H. Bass ([B], VII. 5). Soient C et T> 
deux categories monoidales symetriques et soit p> : C — > T> un foncteur monoidal et cofinall. 
Le cone de <p est la categorie co(p>) constitute des triplets (C, a, C) ou C et C sont des 
objets de C et ou a : <p(C) — » <p(C) est un isomorphisme dans la categorie P. Un morphisme 
de (C,a,C) vers (Ci,ai,C{) est un couple (/,/') ou / : C -»> Ci et /' : C" C( sont 

3 L'exemple le plus important est celui d'une categorie additive et d'un foncteur additif et cofinal. 
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des morphismes dans C tels que a± o (p(f) = (f(f') ° a. L'ensemble des classes d'isomorphie 
d'objets de co(ip) est un monoi'de abelien dont on note K(co((p)) le groupe de Grothendieck. 

Definition 2.2. Le groupe Kq(^) de K-theorie du foncteur (p est le quotient du groupe 
K(co(<f)) par le sous-groupe R engendre par les elements de la forme 

(C, a, C) + (C, (3, C") - (C, (3a, C"). 
La classe de (C, a, C) modulo R est notee [C, a, C'\. 

Le groupe Kq{<p) d'un foncteur monoidal et cofinal s'insere dans la suite exacte de Bass qui 
s'ecrit 

(2.2) K X {C) K^V) K Q {ip) tf„(C) — tf„(Z>) • 

De plus, on sait ([Gr] et [K3], p. 269) que si le foncteur ip est additif et cofinal, le groupe 
Ko((p) defini en 2.1 par Ko((p) = iri^^) est isomorphe au groupe defini ci-dessus par 
generateurs et relations. 

Description du groupe Kq d'un foncteur entre categories de Cartier. 

L'exemple suivant nous sera tres utile dans la suite. Soit A un anneau commutatif uni- 
taire integre de corps des fractions F. Soient Cart(A) le groupe des ideaux fractionnaires 
inversibles de l'anneau A et db/p : F* — > Cart(A) le morphisme de groupes defini par 
divp(z) = zA. 

Introduisons la categorie Cart(^4) dont les objets sont les ideaux fractionnaires inversibles 
de A et dont les morphismes sont donnes par HomQ ar ^.^(7, J) = Hom^(I, J); la structure 
monoidale est donnee par le produit des ideaux. Les objets de cette categorie sont done les 
elements du groupe de Cartier de A. 

Soit if : Cart (A) — > Cart (5) un foncteur mono'fdal et cofinal et soient F et L respective- 
ment les corps de fractions de A et B. Considerons le groupe produit fibre L* Cart(A), 
e'est-a-dire le sous-groupe de L* x Cart(A) constitue des elements (t, I) tels que tB = <p(I). 
Soit $ : F* — > L* Cart(^L) le morphisme de groupes defini par $(z) = (<p(z), zA). 

Definition 2.3. 

On pose 

Ko(<p) = coker ($) = L* x v Cart(A)/im (*). 
Pour (t, I) dans L x^ Cart(A), on pose [t, I] = (t, I) mod im $. 

N. B. On notera Panalogie entre JCo(ip) et le groupe U{A; Z/n) de [K-L], Theoreme 1.1. 

Le groupe Ko(ip) est constitue d'elements de la forme [J, a, I], ou J et / sont des ideaux 
fractionnaires de F et ou a : <p(I) — > ¥?(-0 est un isomorphisme de -B-modules. En multi- 
pliant [J, (3,1] par 1 = [J -1 , idptj-i), J^ 1 ], on peut toujours ecrire un element de Kq{^>) 
sous la forme [A, a, I]. Par S-linearite, l'application a : B —> tp(I) est determinee par 
t = a(l) G L*. De plus, puisque a est un isomorphisme, on a tp(I) = tB. 
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Lemme 2.4. 

L'application qui a [A, a, I] de Ko(ip) associe [a(l),I] dans )Co((p) est un isomorphisme. 

Demonstration. L'application reciproque est celle qui a l'element [t,I] de /Co (9?) associe 
l'element [A, a, I] de Ko(ip), ou a : B — > <p(I) est l'isomorphisme de P-modules defini par 
a(l) = i. 

Le foncteur restriction des scalaires. 

Soient ^4 et B deux anneaux unitaires (non necessairement commutatifs) . On suppose que 
A est un P-module projectif de type fini. Notons res : Proj( J 4) — > Proj(P) le foncteur 
restriction des scalaires defini pour tout ^-module P = aP, de classe d'isomorphie [aP] 
par la formule res^P]) = [bP], ou gP designe le P-module P obtenu par restriction des 
scalaires. 

Le foncteur res est evidemment additif. Puisque A est un P-module projectif de type 
fini, il est egalement cofinal. En effet, pour un P-module projectif de type fini Q, on pose 
P = A®b Q et on voit que bP est alors facteur direct d'un Q n . Done res([P]) contient [Q] 
en facteur direct. 

Supposons de plus que les anneaux A et B. Les homomorphismes de la suite exacte de Bass 

K^A) K X {B) -2-* Ko(res) K (A) K (B) 
sont donnes respectivement par 

res!([ A P, oi\) = [bP,o\, 

<t([Q,P]) = [A® b Q, id A ®s(i, A® B Q], 
p([P,a,P>]) = [P}-[P>] 

et 

res ([ A P}) = [ B P]. 
Description du morphisme de groupes res± : Ki(A) — > K\(B). 

Pour decrire res\, rappelons une construction du groupe K\(A). Soit K,\(A) le groupe 
abelien libre engendre par les classes d'isomorphie de couples (P, a) ou P est un ^4-module 
projectif de type fini et ou a appartient a Aut^P) et soit ~H{A) le sous-groupe de K,\{A) 
engendre par les deux types d'elements suivants: 

(P,a) + (P,(3)-(P,(3 a ) 

(P,a) + (Q,P)-{P@Q,a®0). 
Le groupe quotient K\{A) /7i{A) est alors isomorphe a K\(A). 
Proposition 2.5. Soit dets '■ K\(B) — > B* le determinant. Pour u £ A* , on a 

dets o res\(u) = det{ji u ) G B* 
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oil n u : A — > A est Vapplication B-lineaire fi u (z) = uz. 

En particulier, si A et B sont des anneaux d'entiers de corps de nombres, d'apres le theoreme 
de Bass, Milnor et Serre [B-M-S], on a K X {A) = A* et Ki{B) = B*. On en deduit resi(u) = 
det(fj, u ) pour tout u G K\(A). 

Demonstration. Pour (P, a) dans JCi(A) on note [P,a] = (P,a) mod H(A). Avec ces 
notations, on a 

resi([P,a]) = [bP,o]. 

Pour u £ A* donnons l'expression de dets ° res\(u) dans K\(B). On ecrit u = [A, fi u ] ou 
fi u : A ^> A est la multiplication par n. On a res±(u) = [bA,u]. Or ^4 est un P-module 
projectif de type fini. Si A est facteur direct d'un P-module libre de rang n, on a done 

det B {[ B A,u]) = [A n B (B n ),A n M] = [P, 7 ], 

oii 7 : P — > P est la multiplication par det(/i u ). 

3. Le foncteur norme. 

Supposons que P/L soit une extension finie de corps de nombres, d' anneaux d'entiers 
A = Of, B = Ol- Soient Cl{A) et Cl{B) les groupes des classes d'ideaux de A et P 
respectivement. 

Definition 3.1. Le foncteur restriction des scalaires res est note 

N A/B : Proj(A) - Proj(P). 

IJ est defini par N A/B ([ A P}) = [ B P]. 

Cette terminologie trouve sa justification dans le fait suivant : sur le groupe K\, le foncteur 
norme coincide avec la norme N F / L . En effet, de la proposition 2.5, on deduit : 

Proposition 3.2. L'homomorphisme Ni : K\(A) — > K\(B) est donne par N\{u) = 
N F/L (u). 

La suite exacte de Bass 2.2 du foncteur norme N^/ B : Proj( J 4) — > Proj(P) se reduit done 
a la suite exacte courte 

(3.2) 1 ^B* N ^+K (N A/B )^ N Cl(A) >1. 

ou B* N = coker N : A* -» P* et atCZ(A) = keriV : C/(P). 

Pour obtenir une description plus precise du groupe Kq(N A / b ) au sein de cette extension, 
on utilise 2.4. Introduisons pour cela le produit fibre /C = L* xj L lp, ou Xp est le groupe 
des ideaux fractionnaires de P. 

Le groupe JC est done le sous-groupe de L* x Xp constitue des elements (t, I) tels que 
l'ideal N(I) soit principal de generateur t, e'est-a-dire (t) = (N(I)). Soit TV : F* — > K, le 
morphisme de groupes defini par M{z) = (N(z), zA). 
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Definition 3.3. Posons 

/C (N4 /B ) = /C//m(A0 = {(t,I) £L* x 1 F \ tB = N(I)}/{(N(z), zA),z € F*}. 

Pour (t, I) dans /C, designons par [t, I] G /Co(N^/ B ) la classe de (i, I) mod Im(Af). 

Theoreme 3.4. Soit F/L une extension de degre hni de corps de nombres. Le groupe 
Kq(Na/b) de K-theorie du foncteur norme ^a/b es * isomorphe au groupe ICo(Na/b)- De 
plus, la suite exacte de Bass du foncteur Na/b s'identifie a la suite exacte 



N. 



A* — B* ICoC^a/b) — Cl(A) -?U Cl(B) 

oil les homomorphism.es a et p sont donnes par cr(v) = [v, A] et p([t, I]) = [I]. 

Demonstration. Considerons le diagramme suivant de categories et de foncteurs, commutatif 
a isomorphisme pres. 

Cart (A) ^£ Cart (B) 



l A 



IB 



Pic(,4) -^-^ Pic(B) 



det A 



det 



B 



Proj(^)— Proj(i?) 

La categorie Pic( J 4)) a pour objets les A-modules projectifs de rang 1. Le foncteur A est 
donne par K{aP) = A b (bP)), oh n = [F : L\. Ce foncteur est cofinal (dans un contexte 
multiplicatif). Par ailleurs, dans l'anneau de Dedekind A, si P et Q sont des modules 
projectifs de rang 1, alors les modules P © Q et (P <S>a Q) ® A sont isomorphes ([M]). Or 
K(b{P ®aQ® A)) = A B { B {P ® a Q)) tandis que A n B { B {P © Q)) = A£( B P) ®B K(bQ)- 
On a done la relation 

A(P© A Q) = A(P) ® b A(Q), 
ce qui montre que ce foncteur est additif au sens monoi'dal. 

On pose det^Q-P]) = A^(P) oii r est le rang de P en tant que A module. Le theoreme 3.4 
resulte alors du lemme ci-dessous. 

Lemme 3.5. On a des isomorphismes de groupes 

K (^a/b) K (A) K (Ncart) = Ko(N A/B ). 



Demonstration. On sait que i^i(Pic(A)) = A* et K (Pic(A)) = Cl(A). 
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Par consequent, dans le diagramme a lignes exactes 



A 



deti 



B* 



K (A) 



Cl(A) 



Cl{B) 



deti 
— *■ B 



det 



det 



+ K (N A/B ) ^Cl(A) 



det 

+ Cl(B) 



A* 

les applications deti et deto sont des isomorphismes, ce qui montre que deto est un isomor- 
phisme, c'est-a-dire Kq(N A / b ) = Kq(A). 

Par ailleurs, puisque et i B sont des equivalences de categories, on a un isomorphime de 
groupes de K-theorie de foncteurs 

K (A) = K (N C art). 

Enfin, d'apres 2.4, on a un isomorphisme de groupes Ko(Ncart) = K-o(Na/b)- Ce lemme 
3.5 acheve ainsi la demonstration du theoreme 3.4. 

4. La suite exacte longue de Mayer- Vietoris de K-theorie de foncteurs. 

La suite exacte longue de Mayer Vietoris de K-theorie des anneaux. 

Nous allons d'abord considerer une suite exacte de Mayer- Vietoris pour la K-theorie des 
anneaux. 

Definition 4.1. Un morphisme d 'anneaux i : A — > A est un isomorphisme analytique le 
long de S si 

a) S est une partie multiplicative de A, composee d'elements centraux et non diviseurs de 
zero, 

b) i(S) est une partie multiplicative de A, composee d'elements centraux et non diviseurs 
de zero, 

c) pour tout s de S, l'application i induit un isomorphisme A/s = A/i{s). 

On dit alors que (A, i, A, S) est un carre de Milnor et on a le diagramme commutatif 

. i ^ 
A *A 



S^A- 



iiS^A 



En K-theorie, les carres de Milnor jouissent de la propriete suivante. 

Theoreme 4.2. ([K2] p. 400, [Wl]) Soit (A,i,A,S) un carre de Milnor. II existe une suite 
exacte longue de Mayer-Vietoris en K-theorie 



K r (A) K^S- 1 A) x K r (A) K^S^A) — 
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Donnons un exemple : soit F un corps de nombres d'anneau d'entiers Of = A. L'application 
i : A — > A est alors un isomorphisme analytique le long de S = N \ {0}. Dans ce cas, 
S~ 1 A = F et i(S)~ 1 A est l'anneau Ap des adeles du corps F, restreintes aux places finies. 
On a par consequent le carre de Milnor (A,i,A,S) et le diagramme commutatif 

(M) A^^A 

F >■ Ap 

Appliquons le foncteur K\ au diagramme (M) ci-dessus. D'apres la proposition 1.2, on 
obtient le diagramme 

(Mi) A* *U F 

., 

F* >■ Jf 

En particulier, pour r = 1, la suite exacte de Mayer- Vietoris du carre de Milnor (A, i, A, S) 
s'ecrit sous la forme 

• • • K 2 (A F ) A* F* x Up J F — K (A) ^ o(F) x # o( Jfy 

L'homomorphisme ii est evidemment injectif car A* est contenu dans F*. Par ailleurs, 
ker(io) s'identifie au groupe des classes Cl(A). On aboutit ainsi a la suite exacte 

1 A* — F* x ^ F — fU- J F - Cl(A) > 1 

avec n(z,t) = z/t, ce qui fournit Pisomorphisme classique 

3 F /F* -U F = Cl(A). 

Nous verrons en 5.6 une autre application de cette suite exacte longue de Mayer- Vietoris. 
La suite exacte longue de Mayer-Vietoris de K-theorie de foncteurs. 

Proposition 4.3. Soit S la partie multiplicative <S = N \ {0} et soient (A, za, A, S) et 
(B,ip,B,S) deux carres de Milnor. Soit ip : Proj( J 4) — > Proj(5) un foncteur additif et 
soient (p, <S~ V et les foncteurs induits par (p. Alors le cube de foncteurs ci-dessous 

est commutatif a isomorphisme pres. 
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Proj(5- 1 A) 



Proj(A) 



Proj(B) 



ProKS-iB) 



Proj(A) 



• Proj(B) 



Proj(S" 1 A) 



5~V 



Proj(5" 1 B) 



Demonstration. Les huit foncteurs des faces horizontales sont des foncteurs extensions des 
scalaires. Par exemple, 6^ est l'extension des scalaires associee au morphisme d'anneaux 
A — > 5~ 1 ^4. On a done 9a{P) = S~~ 1 A ®a P et des formules analogues pour les sept autres 
foncteurs de ces deux faces. 

Les foncteurs verticaux 92, et sont definis a partir du foncteur p. Puisque ip est 

additif, il existe un i?-A-bimodule M = bM a tel que p = M ®a —■ On pose 

M = £ <g) B M<8u A et £ = M<g)^-, 
S _1 M = S^S ® B M ® A S-*A et <S~V = S~ l M ® s -i A -, 
5 -1 M = «S _1 2? 8gM^ S" 1 ! et = S^M -■ 

C'est alors un jeu d'ecriture fastidieux mais trivial de verifier que le cube est commutatif a 

isomorphisme pres. 

Theoreme 4.4. Soit S la partie multiplicative S = N \ {0} et soient (A, ia, A, S) et 
(B,ib,B,S) deux carres de Milnor. Soit p : Proj(A) — > Proj(i?) un foncteur additif. 
Alors les foncteurs ip, p, S _1 p e * S^p de la proposition precedente fournissent une suite 
exacte longue de Mayer-Vietoris de K-theorie de foncteurs: 



K r+l (S~ l p)' 



K r (p) 



K r (S~ V) x K r (p) KriS' 1 ?) K r ^(p) 



T(p et T s -\^ les fibres homotopiques des applications 



Demonstration. Soient J r lf , Fs-^tp 

BQ(ip), BQ(S~ 1 (p), BQ{(p) et BQiS^p) construites a partir du cube ci-dessus. 



Soient T et T les fibres homotopiques de 



et de ^ 



A partir des 



applications J-^ 



J- et J- s-i-tp 



on obtient une application 3 : T T . Les 



fibrations homotopiques de fibres T et T conduisent au diagramme a lignes exactes. 



■ 7IY+1 [T) *■ K r (p) K r (5 V) *" (F) 



■K r -i(<p) 



Jr+1 



3r 



^-7r r+ i(jr) 



■K r {(p) 



ITriJ 7 ) 



■K r -i(<p) 
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Pour obtenir la suite exacte de Mayer- Vietoris proposee, montrons que j r est un isomor- 
phisme pour tout r > 0. D'apres Quillen et Gersten (([Q], [G]), la fibre homotopique 
de BQProj(A) — > BQProj(S~ 1 A) a le type d'homotopie de l'espace classinant BT^(A) 
ou Tg(A) est la categorie des ^4-modules de 5-torsion ayant une resolution de longueur 
inferieure a 1 par des A-modules projectifs de type fini. 

La fibre homotopique de BTg(A) — > BTg(B) a le type d'homotopie de T et celle de 
BTl(A) -> BT^-B) a le type d'homotopie de T. De plus les applications BT\{A) -> 
BTg(A) et BTg(B) — > BT^(B) induisent une application J 7 —>■ J 7 qui est homotope a 
P application j. 

Les suites exactes longues des fibrations homotopiques BT^(A) -> -BT^(B) et 5T^(A) -> 
ST^(f?) conduisent au diagramme commutatif a lignes exactes 

- 7r r+1 (^) TT r+ i(BT^(A)) - 7r r+ i(BT^(B)) - vr r (^) • • • 



Jr+l 



l r+ l 



V+l 



- ir r+1 (T) TT r+1 {BT\{A)) 7r r+ i(5Ti (5)) vr r (^) 



Or i : A — ► ^4 et j : B — ► S sont des isomorphismes analytiques le long de 5. D'apres 
[K2], p. 400-402, on sait que dans ce cas, les foncteurs A ®a - ■ T^(A) — > T l s {A) et 
B ®b — '■ T^(S) — > T^(5) sont des equivalences de categories. II en resulte que i r et i' r 
sont des isomorphismes pour tout r > 0. Par le lemme des cinq, on en deduit que j r est un 
isomorphisme pour tout r > 0. 

Ceci permet de definir le connectant de la suite exacte de Mayer- Vietoris de -fT-theorie de 
foncteurs comme la composition des homomorphismes 



KriS' 1 if) K r {F) ^r-lM • 



5. Cas des corps de nombres et du foncteur norme. 

Soit F/L une extension de corps de nombres, d'anneaux d'entiers A = Op, B = Ol- Lc 
morphisme d'anneaux i\ : A — > A est un isomorphisme analytique le long de S = N \ {0}. 
On a S^A = F et S^A = A F . 

Soit ip : Proj(A) — > Proj(i?) un foncteur additif. Pour harmoniser les notations, notons 
<Pfy§ = <p, ¥>f/l = S~ l (p et y>A F /A L = S~ l (p les foncteurs introduits en 4.3, c'est-a-dire : 

<p S/S : Proj(A) -> Proj(S), 

99 F/L : Proj(F) -> Proj(L) 

et Va f /a l : Proj(A F ) -» Proj(A L ). 

La suite exacte longue de Mayer- Vietoris de ET-theorie de foncteurs 4.4 s'ecrit 

^i^/A^ifoM >K Q {v F/L ) x K (^ /S )^UK (<p Af/Al ). 

Convenons egalement des allegements de notations suivants. 
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v K r (A) = kevK r {A) -» K r (B), K r {A)ip = coker K r (A) -» K r {B), 
v K r (F) = kevK r (F) -» K r (L), K r (F)<^ = coker K r (F) -> K r (L), 
v K r (A) = kei K r (A) -> K r (B), K r (A)ip = coker £T r (l) -» 
^ r (A F ) = kerif r (A F ) -> if r (A L ), 2f r (A)<£i = coker K r (A F ) -> if r (A L ), 

Cette suite exacte de Mayer- Vietoris de if-theorie de foncteurs peut etre precisee, notam- 
ment en degres et 1. Pour cela rappelons le resultat suivant, du a C. Soule. 

Theoreme 5.1. ([Sou]) Soit F un corps de nombres d'anneaux d'entiers A. Alors pour 
r > 0, rapplication K r (A) — > K r (F) est injective. 

Ce resultat nous permet de decouper la suite de Mayer- Vietoris en morceaux sous la forme 
suivante. 

Proposition 5.2. Soit F/L une extension de corps de nombres, d'anneaux d'entiers A = 
Of et B = Ol ■ Soit (p : Proj(v4) — > Proj(B) un foncteur additif. Pour r > 0, on a la 
suite exacte 

1 > v Kr+i(A) v K r+1 (F) x v K r+1 {A) <pK r+1 (A F ) 



K r {ip F/L ) x K r (<p X/S )J±+K r (<p AF/AL ) 



Demonstration. Considerons le diagramme commutatif suivant dans lequel les lignes et les 
colonnes sont extraites des suites exactes de Mayer- Vietoris. 



K r+1 (ip F/L )xK r+1 (ip- 



,K r+1 (A) 
A 




■K r+1 (L)xK r+l (B) 3- K r ( VF/L )xK r {<p i/S ) 

Mr 



->- K r+1 (F)xK r+1 (A) K r+1 (L)xK r+1 (B) 



v K r+1 (F)x ip K r+1 (A) 



q v K r+1 (A F ) 



Mr + l 



(.V>A F ) r+1 

A" r+ i(A F ) >- K r+ i(A L ) 



K r (A) 



K r (B) 
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Pour r > 0, l'homomorphisme K r+ i(B) — > i^ r+ i(L) est injectif (Soule). Par consequent, 
rhomomorphisme j r +i : K r (B) — ► K r {L) x K r (B) est egalement injectif et (9# = 0. Par 
chasse dans le diagramme, on construit un homomorphisme 9 : ¥ ,i^ r+ i(A j p) — > K r (ip) de 
meme image que 9'. Soit n r +i la restriction de /v+i a <^-^r+i(-^) x ^-^h-iO^)- 
On a 

ker<9 = ^(kerd') = Hr+^K^i (F) x ¥ ,K r+ i(,4)) = ^K r+1 {F) ■ ^Kr+^A) = im (/i r+ i). 

Notons A : v K r+ \(A) — > ^i^ r+ i(F) x ^i^+i^) rhomomorphisme defini par A(z) = (z,z), 
en identifiant v K r+ \(A) a un sous-groupe de v K r+ i(F) et de v K r+ \(A). II est clair que 
ker// r+ i = im (A). Ceci acheve la demonstration. 

La suite exacte de Mayer-Vietoris du foncteur norme. 

Detaillons la suite exacte 5.2 pour le foncteur norme N^/ B et pour r = 0. 

Proposition 5.3. Soit F/L une extension de corps de nombres, d'anneaux d'entiers A = 

Of et B = Ol- Les groupes de K-theorie des foncteurs 

N F/i :Proj(F)^Proj(L), 

N£ /5 : Proj(A) - Proj(B) et 

Na f /a l : Proj(A,p) — > Proj(Ai) induits par le foncteur norme N^/ B sont determines 
ainsi 

^o(N F/L ) = L* N , 

^o(N Af/Al ) = (J L ) N . 

Demonstration. Notons toujours N : F* — ► L* la norme. La suite exacte de Bass 2.2 du 
foncteur Np/L niontre immediatement qu'on a Ko(N F / L ) = L* N . 

La suite exacte de Bass du foncteur N^,^ s'ecrit: 

K^A) — K^B) k o(^a/b) K (A) — K (B). 

D'apres 1.1, Ki(A) = Uf et K\(B) = Ul- Pour montrer la relation Kq(N^^) = (Ul)n, 
il suffit de montrer que la norme N : Kq(A) — > K$(B) est injective. Mais d'apres 1.3, 
Kq(A) s'identifie au produit borne \^^ eV ^ Kq{A w ) . Ce dernier est un sous groupe de 

UweV(F) K o( A w) = Z V{F) . De meme, K Q (B) est un sous-groupe de UveV(L) K o(B v ) = 
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Z v( - L \ Dans le dia gramme commutatif 

Z V(F) Z V(L) 

les Heches verticales et la fleche N' sont des injections. II en resulte que la norme N = 

est egalement injective. On en deduit l'egalite Kq(N^^) = (Ul)n- 

Pour montrer la derniere egalite Kq(N Af / Al ) = (Jl)at, on considere la suite exacte 

K^Ap) K^Al) K (N Af/Al) > K (A F ) -"U- K (A L ). 

Le calcul 1.3 et un raisonnement analogue a celui ci-dessus montre que la norme N : 
Kq(Af) — > Kq(Al) est egalement injective. La formule Kq(N Af / Al ) = (Jl)n en resulte. 

Pour decrire la suite exacte de Mayer- Vietoris 5.2 du foncteur N^/ B , gardons les conven- 
tions deja employees, ou on note indifferemment N : X — > Y la norme entre les groupes 
correspondants. On a done jyX = ker N et Y/v = cokeriV. 

Theoreme 5.4 (suite exacte des noyaux-conoyaux) 

Soit F/L une extension de corps de nombres. On a une suite exacte 

1 *■ jv^4* *■ nF* x n^f — ~ — *" N^F 

^^^^^^^ 
^o(N A/B ) _U L* N x (U L ) N (J L ) N CI(B) N 1. 

Demonstration. Le resultat 5.2 fournit la suite exacte jusqu'au terme (Jl)n- Pour l'exactitude 
en (Jl)n et la surjectivite de d' , on procede au delacage de la i^T-theorie algebrique ([B], 
[Kl], [Wa]). La suite exacte longue de Mayer- Vietoris de JT-theorie des foncteurs se prolonge 
aux entiers negatifs et debute par 

^K (N Af/Al ) = (J L ) N ^K_ 1 (N A/B ) = Cl(B) N .if_i(Np /L ) x K-i(N 1/5 ) = 

ce qui montre la surjectivite de & . 
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Corollaire 5.5. Soit F/L une extension de corps de nombres. 

a) Le groupe Kq(N A / b ) s'insere dans les deux suites exactes ci-dessous. 

1 B* N — 2->- K (N A/B ) — ^ N Cl(A) 1 

N 3 F -*->- K (N A/B ) — U L* N x (U l )n (Jl)jv 

b) Posons a = pd et (3 = ia. On a un isomorphisme de groupes 
(5.5) coker a = ker p/im (5. 



Decrivons les morphismes d, i et p du diagramme 5.5 (les morphismes a et p ont ete decrits 
en 3.4). 

Pour decrire d et i, on identifie Kq(N A / b ) avec le groupe JCq(N A / b ) du theoreme 3.4. Soit 
z = {zw)weV(F) un element de Jp, avec z w dans F£ de valuation r w G Z. Soit p w l'ideal 
de la valuation w. Introduisons l'ideal fractionnaire I z de F defini par I z = Y\. w& v{F) p r ^ ■ 
La relation N(I Z ) = In( z ) montre que si z appartient a atJ_f, alors N(I Z ) est un element de 
B*. On en deduit que [1b, I z \ appartient a K-q(N A / b ) et que 

d{z) = [1 B ,I Z \. 



Soit [t,I] un element de K. (N A / B ). Posons [t] = t mod N(F*), done [t] G L* N . Soit v 
une place finie de L, d'uniformisante ir v G L v . Notons r G Z la valuation de t G L„ et 
introduisons l'unite u v (t) = tir~ r de B*. On pose = u v (t) mod iV(A^), ou u> est une 

place de A au-dessus de v. Enfin [u(t)] designe la famille ([u v (t)]) ve y^iy On a alors 

•(M) = ([*],[«(*)]). 



Pour ([£], [u]) dans x (Ul)n, on a enfin 

/*([*],[«]) = {[t/u v ])veV(L)- 



Remarque 5.6. (J. Berrick, M. Lim) Dans le diagramme ci-dessous, les lignes sont exactes 
car extraites des suites de Mayer- Vietoris de ET-theorie d'anneaux. 



— B* 



^L* xU L 



F* x U F 



Cl(B) 
■ Cl(A) 
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On note indifferemment 4>\ les homomorphismes induits en if-theorie par les foncteurs ip, 
tfF/Li ^a/b e ^ ^a f /a l sur l e groupe K\. En considerant ce diagramme comme un com- 
plexe double de premier quadrant, la suite spectrale cohomologique associee a ce complexe 
converge vers 0. Pour < p < 3, on en deduit des isomorphismes 



Dans le cas du foncteur norme, c'est-a-dire si tp = N^/ B , risomorphisme E\ x = E\ Q est 
risomorphisme coker(a) = ker(^)/im(/3) de 5.5. 

Pour r > 1, compte tenu du theoreme de Soule [Sou], un analogue du diagramme ci-dessus 
est le suivant : 

1 >■ K r (B) ^K r (L) x K r (B) >K r (A L ) >1 



1 *■ K r {A) > K r (F) x K r (A) >■ K r (A F ) 1 

Le meme raisonnement conduit a des isomorphimes E\ 2 = E^ et E\ x = 0. 
Cas des extensions galoisiennes. 

Dans le cas d'une extension galoisienne de groupe de Galois G, on a des isomorphismes 

K (N F/L )^H°(G,F*), 



et 



K (N Af/Al )^H°(G,J f ). 
La suite exacte 5.4 s'ecrit done ainsi : 

1 ^nA* 




K ( n a/b)^+H°(G,F*) x H°(G,U F )— ^H°(G,J F ) 



& 



■Cl{B) 



N ■ 



L'algebre homologique va nous permettre de pousser plus avant les calculs. Fixons pour 

cela quelques notations. 

Notons 

h :H°(G,F*)^H°(G,3 F ) 
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et 

jo :H°(G,U F ) -^H°(G,3 F ) 

les morphismes de groupes induits par les inclusions canoniques F* — > et Up — ► Jj?. 
Pour € H°(G,F*) x H°(G,U F ), on a done /i(a;,j/) = M^'ofo) -1 - 

Dans le paragraphe suivant, nous aurons besoin de la description precise du sous-groupe 
im jo (~l im ho de H°(G,3f)- Nous avons rassemble dans la proposition 5.7 divers resultats 
sans doute bien connus sur ce groupe. Pour la commodite du lecteur, nous en proposons 
des demonstrations. 

Proposition 5.7. Soit F/L une extension galoisienne de corps de nombres, de groupe de 
Galois G. 

1) L 'homomorphisme jo ci-dessus est injectif. 

2) On a une suite exacte 

1 im h n im j > im j >- G ab . 

3) Lorsque P extension est cyclique, rhomomorphisme ho est injectif. 

4) Lorsque l'extension est cyclique ramiBee de degre premier £, im ho im jo est un F^- 
espace vectoriel de dimension t — 1, oil t est le nombre de places finies de L ramifiees dans 
F. 

Demonstration. 

1) Injectivite de jo- Soient v une place de L et w une place de F au-dessus de v. On pose 
G w = Gal(F w /L v ). On designe par V(L) l'ensemble des places finies de L et par 1Z(F/L) 
V ensemble des places finies de L ramifiees dans F. 
Montrons en premier lieu qu'on a des isomorphismes de groupes 

H°(G,Uf) = ®veK(F/L)H (G w , A* w ) 

et 

H°(G,3f) = ®veV(L)H°(G w ,F*). 
On decompose le module galoisien Uf en produit direct de modules galoisiens 

u F = n k 

veV(L) 

avec 

weV(F),w\v 

d'ou 

H\GMf)= [J H°(G,A* V ). 

vev(L) 

Mais A* = Ind G v est un module induit et d'apres le lemme de Shapiro, on a 

h°(g,a:) = h (g v ,a^). 
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Pour conclure, on remarque que H°(G V , A^) = B*/N(A*^) et que si v est non ramifiee dans 
F, B* = N(A*J ([N], V.1.2, p. 319). Pour v non ramifiee, on a ainsi H°(G,A* V ) = 0. II 
reste done 

H°(G,Uf) = ®v£R{F/L)H°{G v ,A* w ). 

Le calcul de H°(G,Jf) s'effectue de maniere analogue, par passage a la limite inductive 
sur l'ensemble des places finies de L. Introduisons les modules galoisiens F* = Y\ w \ v ^w e * 
A* v = \\ w \ v A* w . Soit S un ensemble fini de places de L. On pose jf, = \\ veS F* x Y[ v g S A* v 
de sorte que Jf = lim J F . 

On a par consequent H°(G,3f) = lim H°(G, J F ). 
Or 

H°{G, 3 S F ) = ® veS H°(G,F:) x ® viS H\G,A* v ). 

Par ailleurs, si v est une place de L non ramifiee dans F, on a vu que H°(G, A*) = 0. 
L'ensemble des places ramifiees etant fini, on a 1Z(F/L) C S pour S assez grand et dans ce 
cas, on a 

H°(G,3 s F ) = (B v esH (G,F:), 

d'ou 

H (G,Jf) = ©„ g y( L )-£r°(G, F*). 

L'emploi du lemme de Shapiro conduit a l'isomorphisme H°(G,F*) = H°(G W ,F^), ce qui 
donne finalement 

H (G, Jf) = ($ ve v(L)H°(G w , F*). 

Montrons a present l'injectivite de l'homomorphisme jo- D'apres les calculs qui precedent, 
il suffit de verifier que pour toute place v de L et toute place w de F au-dessus de v, 
l'homomorphisme 

H°(G W , A* w ) — > H°(G W , F*) 
est injectif. La suite exacte courte de valuation 

1 - A* w -> F* -> Z -> 

conduit a la suite exacte 

-f* (G„,,Z) — > #°(G w ,yl^) — > H°(G W , F*). 

L'operation de G w sur Z etant triviale, le groupe H~ l (G w ,7i) est un quotient du noyau de 
la multiplication par #G W dans Z. Ce noyau est evidemment nul done H^ 1 (G W , Z) = 0, ce 
qui four nit l'injectivite recherchee. 

2) Demonstration de la suite exacte 

1 ^ im ho fl im j >■ im j G a b- 
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Rappelons que dans ce texte, nous designons par J F le groupe des ideles aux places finies 
du corps F. Notons J' F le groupe des ideles de F a toutes les places de F (y compris les 
places a 1'infini). Soit r le nombre de places infinies de L ramifiees dans F. On a 

H°(G,J F ) = C r 2 xH°(G,J F ). 

Introduisons les applications 

h' :H°(G,F*)^H°(G,3' F ) 
j' :H°(G,U F )^H°(G,J F ) 

et 

i: H (G,J F ) -> H°(G,J' F ). 

On a i o ho = h' Q et i o j = j' . 
La suite exacte courte 

1 -» F* -» -» C F ->■ 1 

fournit la suite exacte 

tf-^G, G F ) >■ #°(G, F*) #°(G, J' F ) tf°(G, G F ) > tf^G, F*). 

D'apres le theoreme de Tate-Nakayama et la theorie globale du corps de classes, le cup- 
produit fournit un isomorphisme H°(G,C F ) — H~ 2 (G,Z) et ce dernier groupe est egal a 
i?i(G, Z) = G ab = G/[G, G]. Par ailleurs, d'apres le theoreme 90 de Hilbert, fl^G, F*) = 0. 
On a done la suite exacte 

#°(G, F*) — £°(G, J' F ) G ab 1. 

L'application composee 

<po:H°{G,U F )^H°(G,C F ) 
definie par = o j' est done a valeurs dans G a b et de noyau isomorphe a 

ker so fl im j' = im h' Q H im j . 

Mais im h' = im /io et im j' = im jo car i est injective, d'ou le resultat. 

3) Injectivite de ho- C'est le principe de Hasse ([N-S-W], p. 375) 

4) Determination de im ho H im jo- 
Posons <p r = s r o j r avec 

j r :H r (G,U F )^H r (G,3' F ) 

et 

s r :F r (G,J , F )^F r (G,G F ) 
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et donnons 1' expression de (f2- D'apres le lemme de Shapiro, on a les egalites 

H 2 (G,Uf) = ® V £_K(F/L)H 2 {G W ,A* W ) 

et 

H 2 (G,J' F ) = (B ve v(L)H 2 (G w ,F*), 
ou pour toute place v de L , w est une place de F au-dessus de v. 
La theorie du corps de classes fournit des isomorphismes canoniques 

H 2 (G,C F ) 1/#G Z/ Z 

et 

H 2 (G W ,F^)^1/#G W Z/ Z. 
Compte tenu de ces isomorphismes, Papplication S2 est donnee par 

S2((z v )veV(F/L)) = ^ Zv ' 
veV(F/L) 

Dans cette egalite, l'expression YlveV(F/L) z v a un sens car l'ordre de G w divise l'ordre de 
G. 

D'autre part, la suite exacte courte de valuation conduit a Pinjectivite de l'homomorphisme 

H 2 (G W , A* w ) — > H 2 (G W , F*), 
ce qui montre que j'2 est injective. Par consequent, l'homomorphisme </? 2 est donnee par 

<P2((Zv)veK(F/L)) = Zv ' 

ven(F/L) 

En particulier, kenf2 / H 2 (G,Uf)- 

Puisque G est cyclique, il existe 7 <G H 2 (G, Z) tel que les homomorphismes verticaux 7 U — 
du diagramme ci-dessous sont des isomorphismes. 

H°(G,Uf) — H°(G, Cf) 



7U- 



7U- 



H 2 {GMf)-^T h 2 (g,c f ) 
Par naturalite des cup produits, ce diagramme est commutatif. 

De ce diagramme et deker ip 2 / H 2 (G,U F ), on deduit ker ip ^ H q {G,Uf)- Mais H°(G,C F ) 
est isomorphe a G qui est simple, car d'ordre premier. Par consequent, ipo est surjectif et 
on a la suite exacte 

1 >- im ho n im jo *- im jo >■ G »- 1. 
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Par ailleurs, d'apres 1) im jo est isomorphe a H°(G,Uf). On a vu que ce dernier groupe 
est isomorphe a ® v ^tz(f/l)B°(G w , A^). D'apres [Se], corollaire 7 et sa remarque p. 95, 
H°(G W , A* w ) est cyclique d'ordre i et done im jo = C\ est un F^-espace vectoriel de dimen- 
sion t. La suite exacte ci-dessus implique done l'egalite suivante : 

dim p e (im ho n im jo) = t — 1. 

6. Quelques applications. 

Nous supposons a present et jusqu'a la fin de cet article que F/L est une extension cyclique 
de corps de nombres, d'anneaux d'entiers A = Op, B = Ol- Rappelons que IqCI(A) 
designe le sous-module de Cl(A) engendre par les elements de la forme (1 — g)a, a G Cl(A) 
et que 

N Cl{A) = keriV : Cl{A) -» Cl(B). 

Lemme 6.1. a) Avec les notations de 5.5, dans le cas d'une extension cyclique, on a un 
isomorphisme de groupes 

cokera ^ N Cl{A)/I G Cl(A). 

b) Pour une extension cyclique F/Q, coker a est isomorphe au groupe des co-invariants du 
groupe des classes. 

Demonstration, a) Designons par g un generateur du groupe de Galois G. Soit z un element 
de Jf- Designons par I z l'ideal fractionnaire Y[ w ■ Le morphisme de groupes 

a: 3 F ^Cl(A) 

defini par a(z) = [I z ] est surjectif et satisfait la relation a(gz) = ga(z) pour tout g de G et 
tout z de 3p- 

La restriction a de a a atJ_f est a valeurs dans nCI(A). Soit z G nJf- D'apres le theoreme 
90 de Hilbert sous la forme i? 1 (G ! , Jf) = 1, il existe un element u de Jf tel que z = 
(1 — g)u. On en deduit a(z) = (1 — g)[I u ] done a(z) G IqCI{A). Ceci montre l'inclusion 
im a C I G Cl(A). 

Soit (1 — g)[I\ un element de IgCI(A). Par surjectivite de a, il existe u G Jf tel que 
[I] = [I u ]. Posons z = (1 — g)u. On a z G nCI(A) et a(z) = (1 — g)[I]. Ceci montre 
l'inclusion IaCl(A) Cima. 

b) Si L = Q, N Cl{A) = Cl{A) et coker (a) = Cl{A)/I G Cl{A) = Cl{A) G . 
Proposition 6.2. Si le groupe de Galois G est cyclique, les homomorphismes naturels 

h : L*/B*N(F*) -» J L /B*N(J F ) 

et 

j : U L /B*N(U F ) - J L /B*N(J F ) 

sont injectifs. 

Demonstration. Considerons le diagramme suivant dans lequel les lignes sont exactes. 
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B*/B* n N(U F ) 



Jo 



+ B*/B* nN(3 F ) 

ho 

B*/B* n N(F*) 



jo 

H°(G,J F ) 

ho 

H°{G,F* 



PF 



U L /B*N(U F ) 

3 

■3 L /B*N(3 F )- 

h 

■L*/B*N(F*) ■ 



1 



1 



Dans ce diagramme, les homomorphismes ho et jo sont surjectifs. L'homomorphisme jo est 
injectif et, grace au principe de Hasse, il en est de meme pour 1'homomorphisme ho . En 
appliquant le lemme du serpent aux deux premieres lignes, on demontre a la fois l'injectivite 
de jo et celle de j. On raisonne de meme pour ho et h. 

Rappelons sans demonstration un resultat banal. 

Lemme 6.3. 

Soient M\ et M2 deux sous-groupes d'un groupe abelien M et soit N un sous-groupe de 
Mi n Mi- Alois on a un isomorphisme de groupes Mi n M 2 /N = M 1 /N DM 2 /N. 

Lemme 6.4. Avec les notations de 5.5 et 5.7, dans le cas d'une extension cyclique, on a 
des isomorphismes de groupes 



et 



ker fi = im ho n im jo 
ker/i /imP = im h f~l im j. 



Demonstration. En notation multiplicative, l'application 

H : H°(G,F*) x H°(G,U F ) -» H°(G,3 F ) 
de la suite exacte de Mayer- Vietoris est donnee par 

H(x,y) = ho{x)j^ 1 {y). 

Son noyau ker [i est done isomorphe au produit fibre X Xz Y avec X = H (G,F*), 
Y = H°(G,U F ), Z = H°(G,3 F ). L'extension F/L etant cyclique, on a vu que les ho- 
momorphismes ho et jo sont injectifs. Par consequent, ce produit fibre n'est autre que 
im ho n im jo. Ceci montre 

ker (j, = im ho fl im jo . 



Considerons le diagramme suivant 
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^B\C, F*) — H°(G, J F )^^ 

coker (5p >■ coker (ho o (3p) 

On a ker fx = im ho PI im jo, d'ou 

ker /Lt/im /3 = (im foo H im jo)/im (ho(3p) — 

= im /io/i m (^o/3f) H im jo/im (hoPu) = imhClimj. 

Remarque 6.5. On a coker /3 F = L*/B*N(F*), coker /3 W = U L /B*N{U F ) et coker /i o/3 = 
J L /£?*iV(J F ). 

Les homomorphismes h et j etant injectifs, nous nous autoriserons a ecrire im /iDim j sous 
la forme 

im/inimj L*/B*N(F*) n U L /B*N{U F ), 
vu comme sous-groupe de 3l/B*N(3 f ). 

Theoreme 6.6. Soft F/L est une extension cyclique de corps de nombres d'anneaux 
d'entiers A = Op, B = Ol- On designe par IgCI(A) le sous-module de CI (A) engendre par 
les elements de la forme (1 — g)a, a € Cl(A) et on pose nCI(A) = ker N : Cl(A) — > Cl(B). 
On a alors un isomorphisme de groupes 

(6.6.) N Cl{A)/I G Cl{A) ^ imh n im j. 

En particulier, pour une extension F/Q cyclique, si on designe par CI(A)q le groupe des 
co-invariants du groupe des classes de A et par Z* le produit Z*, on a un isomorphisme 
de groupes 

Cl{A) G Q*/Z*iV(F*) n Z*/Z*N{U F ), 
ce dernier etant vu comme sous-groupe de 3q/7i*N(3 f ). 
La demonstration resulte immediatement de 5.5, 6.1 et 6.4. 

Corollaire 6.7. Sous ies hypotheses 6.6 et avec les notations de 5.7, on a une suite exacte 
1 B*/(B* n N{F*)) im ho D im jo N Cl{A) / I G Cl{A) >■ 1. 
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Demonstration. Dans le diagramme de la demonstration 6.2, on verifie par chasse dans le 
diagramme que la restriction de p a im ho n im jo a pour image im h n im j et pour 
noyau keip = B* / (B* n N(F*)). On a done une suite exacte courte 

1 5- B*/(B* n N(F*)) ^im/io n im j im h n im j ^0. 

On conclut grace a 6.6. 

De 6.7 et 5.7.4, nous deduisons immediatement 

Theoreme 6.8. Soit F/L une extension cyclique de corps de nombres d'anneaux d'entiers 
A = Of et B = Ol- On suppose l'extension ramifiee, de degre premier £ et de groupe de 
Galois G. Designons par t le nombre de places finies de L ramifiees dans F et par IqCI(A) 
le sous-module de CI (A) engendre par les elements de la forme (1 — g)a, a € Cl(A). Posons 

N Cl(A) := keriV : Cl(A) -► Cl(B). 

Alors nCI(A) / IaCl(A) est un F^-espace vectoriel de dimension inferieure ou egale a t — 1. 
Exemple d 'emploi de la suite exacte 6. 7. 

Montrons comment la suite exacte 6.7 permet de retrouver un resultat connu sur le £-rang 
des extensions de degre premier £, mais de demonstration delicate. 

Theoreme 6.9. Soit F/Q une extension cyclique de degre premier £, de groupe de Galois 
G = Cg. Notons CI{A)g le groupe des co-invariants du groupe des classes de F sous 
J 'operation de son groupe de Galois. Soit t le nombre de diviseurs premiers du discriminant 
du corps F. 

Alors le £-rang du groupe des co-invariants du groupe des classes du corps F est egal at — 1 
sauf si £ = 2, F quadratique reel et s'il existe un nombre premier p congru a 3 modulo 4 et 
divisant le discriminant du corps F. 

Dans ce dernier cas, le 2-rang du groupe des co-invariants du groupe des classes du corps 
F est egal at — 2 . 

Demonstration. Posons V = im h n im j et H = Z*/Z* n N(F*). D'apres 5.7.4, V 
est un F^-espace vectoriel de dimension t — 1. D'apres 6.7, on a une suite exacte courte de 
F^-espaces vectoriels 

1 H V > Cl(A) G + 1. 

Si £ > 2 ou si I = 2 et -1 e N(F*), H = {1}, V = Cl{A) G et 

dimF £ CI(A)q = dimp^ V = t — 1. 

Rappelons que pour £ = 2, on a —1 N(F*) si et seulement F est reel et s'il existe un 
premier congru a 3 modulo 4 r amine dans F. 

Pour £ = 2 et -1 N(F*), on a H = Z* done dim^ Cl(A) G = dim Fe V - 1 = t - 2. 

Remarque 6.10. Le theoreme 6.9 a pour origine une formule des genres. On pourra 
trouver des demonstrations classiques dans S. Lang [L], Chap. XIII, lemme 4.1 ou dans [H], 



28 



Theorem 4, p. VII. 12. Pour £ = 2, on retrouve un resultat essentiellement du a Gauss et qui 
s'enonce sous la forme suivante : soit A un discriminant fondamental de corps quadratique 
et soit t = t(A) le nombre de facteurs premiers de A. Le 2-rang du groupe des classes de 
tout corps quadratique de discriminant A est egal a t — 1, sauf si A > et si A possede un 
facteur premier congru a 3 modulo 4. Dans ce cas exceptionnel, le 2-rang du groupe des 
classes est egal a t — 2. 
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